4 Petrijeve mreze

Petrijeve mreze so orodja za modeliranje raznovrstnih
sistemov. Tako jih lahko uporabimo za modeliranje:

e racunalniskih sistemov,
e programske opreme (diagramov poteka),
e kemijskih reakcij,

e rodovnikov...

1 Elementi Petrijeve mreze

Petrijeva mreza je Cetvorka
C=(PT,I,0)
P je mnozica mest (places)

P = (p17p27 pn)

T je mnozica prehodov (transitions)

\ T = (t1,ta, ...tm)
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I in O sta vhodna in izhodna funkcija, ki povezujeta
prehode z mesti.

Vhodna funkcija I je preslikava prehoda ¢; v mnozico
mest I(¢;), ki jih imenujemo vhodna mesta za prehod ¢;.

Izhodna funkcija O je preslikava prehoda ¢; v mnozico
mest O(t;), ki jih imenujemo izhodna mesta za prehod ¢;.

V mnozicah I(t;) in O(t;) se lahko doloCeno mesto pojavi
veckrat — opraviti imamo s posploSeno mnozico. Naj bo
p; neko mesto iz mnozice vhodnih mest prehoda ¢;. 1zraz

#(pj, I(t:)),pj € I(t;)

pomeni Stevilo nastopanj mesta p; v mnozici vhodnih
mest prehoda ¢; (Ce mesta p,; ni v mnozici vhodnih mest
prehoda ¢}, je #(p;, I(¢;)) = 0. Podobno pomeni izraz

#(p;,O(t:)),p; € O(ty)

Stevilo nastopanj mesta p; v mnozici izhodnih mest
prehoda ;.
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/Zdaj e lahko opiSemo primer Petrijeve mreze: \
C=(PT,I,0)

P = (p1,p2,P3,P4,D5)
T — (t17t27t37t4)

I(t1) = (p1) O(t1) = (p2,P3, P4, D4)
I(t2) = (p2,p3,p4) Of(t2) = (p2)

I(t3) = (pa,pa) O(t3) = (ps)

I(ts) = (ps) O(ts) = (p3;p4)

2 Predstavitev Petrijeve mreze
Z grafom

Petrijevo mrezo lahko predstavimo z grafom (omrezjem).
Tako predstavitev bomo imenovali Petrijev graf. V

Petrijevem grafu predstavimo mesta in prehode s toCkami
omrezja (mesta s krogi, prehode s pravokotniki). VVhodno
\funkcijo predstavimo z usmerjeno povezavo od mesta /




60 prehoda, izhodno funkcijo z usmerjeno povezavo od\

prehoda do mesta. V tem primeru imamo opraviti z
dvodelnim grafom — mnozico tock grafa lahko razdelim

tako da vsaka povezava v grafu vodi iz tocke iz ene od
podmnozic v tocko v drugi podmnozici (med toCkami
znotraj podmnozic ni nobenih povezav).

Petrijevo mrezo iz prejSnjega primera predstavimo s
Petrijevim grafom na sliki 1

K

Slika 1: Petrijev graf.
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v dve podmnozici (v naSem primeru mesta in prehode),
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3 OznacCevanje Petrijeve mreze

Z oznacCitvijo (u) dodelimo mestom v Petrijevi mrezi
Zetone (tokens). Vsakemu mestu lahko dodelimo poljubno
Stevilo Zetonov. Zetoni spadajo med osnovne elemente
Petrijeve mreze, ki jo zato lahko razSirjeno zapisemo kot
petorko:

C=(PT,I,0,u)

OznacCevanje u je torej preslikava 1 : P — IN, ki jo lahko
zapisemo kot vektor p = (u1, pa, ...t ). Stevilo Zetonov
pri vsakem mestu oznaCimo v Petrijevem grafu s Stevilom
pik ali ustreznim Stevilom. Vzemimo Petrijevo mrezo na
sliki 1. Slika 2 prikazuje Petrijevo mrezo, oznacCeno z
vektorjem p = (1,0,0,2,1).
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Slika 2: Primer oznaCitve Petrijevega grafa.

4 lzvajanje Petrijeve mreze

Petrijevo mrezo z dano porazdelitvijo zetonov lahko
izvajamo. lzvajanje Petrijeve mreze je sestavljeno iz
zaporedij vzigov prehodov (transition fire) med katerimi
se nekateri zetoni prenesejo z vhodnih na izhodna mesta

Cbranega prehoda. /
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Prehod lahko vzge samo, Ce je omogoCen. Prehod je
omogocen, e vsako od njegovih vhodnih mest vsebuje
vsaj toliko zetonov, kot je povezav od mesta do prehoda.
Pogoj za vzig mesta ¢; je torej:

w(pi) > #(pi, I(t;)),pi € P

Ob vzigu omogocenega prehoda se zetoni, ki so omogocili
VZig, odstranijo iz vhodnih mest in se prenesejo na vsako
od izhodnih mest. Na vsako od izhodnih mest se prenese
toliko zetonov, kolikor povezav vodi od prehoda do
izbranega mesta. Na ta nacin preide oznacitveni vektor
1 v vektor 1. Stevilo Zetonov pri mestu p; se po vZigu
prehoda ¢; spremeni po naslednjem obrazcu:

1 (i) = p(pi) — #(pi, I(t5)) + #(pi, O(t5))

Z izvajanjem nadaljujemo, dokler je mozen vzig vsaj pri
enem prehodu.
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/5 Primeri izvajanja Petrijeve mreie\

Vzemimo primer na sliki 2. V zaCetnem stanju lahko
vZgejo prehodi ¢4, t5 in t4. Ce vZge prehod ¢;, preide
vektor (1,0,0,2,1) v vektor (0,1,1,4,1). V drugem
koraku lahko vZgejo prehodi to, t5 in ts. Ce izberemo
prehod ¢, dobimo oznacitveni vektor (0, 1,0, 3,1).

Celotno zaporedje vzigov in ustreznih oznacCitvenih vek-
torjev je:

(1,0,0,2,1)
t1  (0,1,1,4,1)
ta  (0,1,0,3,1)
ts (0,1,0,1,2)
ts (0,1,1,2,1)
to  (0,1,0,1,1)
ts (0,1,1,2,0)
ts  (0,1,0,1,0)

Napisali smo samo eno mozno celotno izvajanje mreze.
\Pojavi se vprasanje, kaj storiti v primerih, ko je istoéasn(y
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moznih vecC vzigov. V nasem primeru smo vedno izbrali
prvi mozni vzig, v splosnem pa lahko vzig izberemo
nakljucno.

Zanimivo pa je seveda dobiti sliko vseh moznih izvajanj
Petrijeve mreze. Za prikaz vseh moznih izvajanj Petrijeve
mreze lahko uporabimo hierarhijo (drevo).

Koren drevesa predstavlja zaCetni vektor, njegovi sinovi
pa so vsi mozni vektorji, ki jih lahko dobimo z vzigom
nekega omogocenega prehoda. lIzbrani prehod je pred-
stavljen z usmerjeno povezavo med ocetom in sinom. V
drevesu se doloCeni oznacCitveni vektorji lahko pojavijo na
vecih mestih, saj lahko z razliCnimi zaporedji prehodov
pridemo do istega oznacCitvenega vektorja. VCasih je zato
primerneje drevo predelati v usmerjeni graf, kjer se vsak
oznacitveni vektor pojavi samo enkrat.

V nasem primeru je vseh moznih izvajanj mreze kar 398,
zato ne bomo prikazali celotnega drevesa. Sliki 3in 4
prikazujeta vsa mozna izvajanja z najvec tremi vzigi (16
razlicnih izvajanj).
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Slika 3: Drevo izvajanja Petrijeve mreze z zacCetnim vek-
torjem (1,0, 0, 2,1) do globine 3.
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Slika 4: Usmerjeni graf izvajanja Petrijeve mreze z
zaCetnim vektorjem (1, 0,0, 2, 1) do globine 3.

Izberimo sedaj Se zacetni vektor, za katerega bomo
lahko izpisali drevo vseh moznih izvajanj, npr. vektor

\(1, 1,1,1,0). Slika 5 prikazuje vsa mozna izvajanja (7/
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razlicnih izvajanj).
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Slika 5: Vsa mozna izvajanja z zaCetnim vektorjem
(1,1,1,1,0) — drevo izvajanj.
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Slika 6: Vsa mozna izvajanja z zaCetnim vektorjem
(1,1,1,1,0) — usmerjeni graf.

Obstajajo seveda oznacitve Petrijevih mrez, na katerih
Qvajanje ni mogoce in oznacitve, ki povzroCijo neskonéry
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izvajanje. V tem primeru dobimo neskoncno drevo, Ce
pa namesto drevesa uporabimo usmerjeni graf, tako da
se vsak oznacitveni vektor pojavi le enkrat, obstajajo v
ustreznem grafu cikli (graf ni aciklicen).
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/6 Primer: Pet filozofov na vecerji \

Problem petih filozofov, ki zelijo vecCerjati za isto mizo, je
prvic omenil Dijkstra.

Opis problema
Problem je nasledniji:

Pet filozofov sedi za okroglo mizo, na Kkateri
se nahaja veliko kitajske hrane. Med vsakima
filozofoma se nahaja ena paliCica (skupaj pet
palicic). Ce Zelimo jesti, potrebujemo dve
paliCici — torej mora filozof, Ce zeli jesti, vzeti
paliCici s svoje leve in desne strani. Problem se
pojavi, Ce vsak filozof vzame najprej paliCico
na svoji levi in Caka na paliCico na svoji desni.
V tem primeru pride do zagate (deadlock) — vsi
filozofi bodo veCno Cakali in stradali. Naloga
je poiskati zaporedje, po katerem naj filozofi
jemljejo in vracajo palicCici (na isto mesto od
\ koder so ju vzeli), tako da ne pride do zagate. /
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ﬁ%oblem je treba predstaviti na tak nacCin, da bo vsak \
filozof lanko jemal in vracCal samo obe paliCici hkrati (ali
pa nobene).

ReSitev s pomocCjo Petrijeve mreze

Problem lahko predstavimo z naslednjo Petrijevo mrezo:

e Petrijevo mrezo sestavlja 15 mest. Vsak filozof je
predstavljen z dvema mestoma, E; predstavlja stanje,
ko :-ti filozof je (stanje prehranjevanja, Eating),
M, predstavlja stanje, ko ¢-ti filozof Caka (stanje
meditiranja, Meditating). Poleg teh desetih mest

obstajajo Se mesta C4,...,C5, ki predstavljajo
prisotnost oziroma odsotnost paliCice na svojem
mestu.

e Petrijevo mrezo sestavlja 10 prehodov in sicer za
vsakega filozofa dva prehoda: prehod iz stanja
meditiranja v stanje prehranjevanja (M E;) in obratno
(EM;). Filozof lahko preide iz stanja meditiranja v
stanje prehranjevanja, Ce sta hkrati prosti obe njegovi

\ paliCici. V tem primeru oznacimo palicCici za zasedenij
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Ko pa filozof neha jesti, preide v stanje meditiranja,
tako da vrne palicCici spet na svoje mesto (paliCici
prosti).

e Kot reCeno, sestavlja oznacCitveni vektor 15 mest:
(Ela EZ) E37 E47 E57 M17 M27 M37 M47 M57

C’17 027 037 047 C5>

Zacetna oznacitev predstavlja vse filozofe v stanju
meditiranja in vse paliCice na svojih mestih:

(0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)
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Slika 7: Problem petih filozofov z zaCetno oznacitvijo.

Opisana Petrijeva mreza z zacetno oznacitvijo je predsta-
vljena na sliki 7. Taka oznaCitev Petrijeve mreze povzroci
\neskonéno Izvajanje — vsak filozof lahko veCkrat prehaja/
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E stanja prehranjevanja v stanje meditiranja in obratno.\
Omejitev, ki jo opisuje Petrijeva mreza, je le v tem, da dva
sosednja filozofa ne moreta jesti istocasno.

Uvedba dodatnih omejitev

Predpostavimo, da zelimo ’nasititi’ vseh pet filozofov ter
da pustimo vsakemu filozofu jesti samo enkrat. V tem
primeru uvedemo v izvajanje Se dodaten pogoj, ki zagotovi
koncCnost izvajanja: Vsakemu filozofu damo v zaCetnem
stanju meditiranja 2 zetona (M; = 2), ki sta potrebna
pogoja (poleg razpolozljivosti paliCic), da lahko preide v
stanje prehranjevanja (do ustreznega prehoda vodita tudi
dve povezavi in ne ena kot prej). Ko se filozof vrne v
stanje meditiranja, se na ustrezno mesto prenese (vrne)
samo en zeton (M; = 1), torej filozof ne bo mogel Se
enkrat jesti. ZaCetni oznacitveni vektor je v tem primeru:

(0,0,0,0,0,2,2,2,2,2,1,1,1,1,1)

Opisana Petrijeva mreza z zaCetno oznacitvijo je predsta-

\vljena na sliki 8. /
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Slika 8: ZaCetna oznacCitev Petrijeve mreze za problem pe-
tih filozofov z dodatno omejitvijo.

2

S tako omejitvijo dobimo 1760 razliCnih reSitev tega
\problema — vsako reSitev sestavlja 10 prehodov, vsak /




filozof enkrat vzame paliCici in ju enkrat kasneje vrne. \N
tem primeru se izvajanje Petrijeve mreze konca, ko so vsi
filozofi enkrat jedli in so vse paliCice spet na svojih mestih.

Odprava nepotrebnega vracanja paliCic na koncu

Verjetno pa drugi pogoj (vse paliCice na svojih mestih)
ni tako bistven — zanima nas, kako hitro lahko vseh pet
filozofov spravimo do faze prehranjevanja. Z izvajanjem
Petrijeve mreze torej zakljuCimo, Cim zadnji filozof zacCne
jesti.

V Petrijevo mrezo dodamo Se eno mesto (A4,), ki ima
na zacetku 5 zetonov. Vsakic, ko nek filozof zaCne jesti,
zmanjSamo Stevilo zetonov na mestu A; za 1.

Zacetni oznacitveni vektor ima sedaj 16 Clenov:
(A17 El) E27 E37 E47 E57 Ml) M27 M37 M47 M57

C1,Cs,C3,Cy, Cs)

In je v tem primeru:

\ (5,0,0,0,0,0,2,2,2,2,2,1,1,1,1,1) /
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Odlocitev, ali dovolimo vracanje palicCic (niso Se vsi jedli,
Ay # 0) ali pa z izvajanjem zakljuCimo (vsi so ze siti,
A1 = 0), uvedemo nato z dvema dodatnima povezavama
pri vsakem filozofu:

e povezava med mestom A, in prehodom EM;;

e povezava med prehodom EM; in mestom A, .

Na ta nacin preverimo, Ce Stevilo zetonov na mestu A,
ni enako 0. Po vzigu prehoda E M; se Stevilo zetonov na
mestu A; ne spremeni (en zeton se s tega mesta odstrani, a
se takoj vrne). Dopolnjena Petrijeva mreza je predstavljena
na sliki 9).

- /
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Slika 9: Odpravljeno nepotrebno vracanje paliCic na
koncu.

S tem dodatkom postanejo tudi reSitve bolj zanimive.
Stevilo razliCnih izvajanj Petrijeve mreze je 1300, in sicer
@O z dolZino 8 in 840 z dolZino 9. ReSitve z dolzino /
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8 so tiste, ki jih pricakujemo za rezultat, saj se reSitve z
dolzino 9 loCijo od njih samo po tem, da je nek filozof
v eni od vmesnih faz vrnil paliCici na svoje mesto, pa to
ni bilo potrebno — v kasnejSem izvajanju teh paliCic ni
nihCe potreboval. Za konec izpiSimo Se primer izbranega
izvajanja z dolzino 8:

zacetno stanje (5,0,0,0,0,0,2,2,2,2,2,1,1,1,1,1)
filozof 1 zaCne jesti  (4,1,0,0,0,0,0,2,2,2,2,0,1,1,1,0)
filozof 3 zacne jesti  (3,1,0,1,0,0,0,2,0,2,2,0,0,0,1,0)
filozof 1 neha jesti  (3,0,0,1,0,0,1,2,0,2,2,1,0,0,1,1)
filozof 5 zaCne jesti  (2,0,0,1,0,1,1,2,0,2,0,1,0,0,0,0)
filozof 3 neha jesti  (2,0,0,0,0,1,1,2,1,2,0,1,1,1,0,0)
filozof 2 zaCne jesti  (1,0,1,0,0,1,1,0,1,2,0,0,0,1,0,0)
filozof 5 neha jesti  (1,0,1,0,0,0,1,0,1,2,1,0,0,1,1,1)
filozof 4 zaCne jesti  (0,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,1)
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